NOMBRES COMPLEXES

1-L'ENSEMBLEC
1-1-DEFINITION

on définit I'ensemble C par:

i-muni d’'une addition et d’'une multiplication qui prolongent celles de R

ii- contenant un nombre i tel que 3° = —1

iii- tel que chaque élément z de C appelé nombre complexe, peut s’écrire de maniere
unique sous forme de : 2z = a + tb, avec a et b des nombres réels

C={z+iy/(zy) € R}

1-2-L’ECRITURE ALGEBRIQUE D’UN NOMBRE COMPLEXE
1-2-1-DEFINITION

Tout nombre complexe z s’écrit d’'une fagon unique sous forme de z = x + 4y , avecx ety
des nombres réels.

i- I'écriture z=x+iy s’appelle la forme algébrique du nombre z

ii- le nombre x s’appelle la partie réelle du nombre z, on la note par Re(z)

iii- le nombre y s’appelle la partie imaginaire du nombre z, on la note par Im(z)

iv-tout nombre complexe de la forme z=iy, avec y un réel, est appelé imaginaire pur,

(z € i]R)

1-2-2-PROPRIETE

Soient z et Z deux complexes.

i- z est un réel si et seulement si Im(z)=0

ii- z est un imaginaire pur si et seulement si Re(z)=0
iii- z=z si et seulement si Re(z)=Re(z') et Im(z)=|m(z')

1-3-OPERATIONS SUR LES NOMBRES COMPLEXES

1-3-1-PROPRIETE

Soient z et z deux nombres complexes telsque: z =z +iy et 2’ =2’ +iy’ , k€R ,ona
- 242 =@+2)+iy+y)

i- zxz2' = (v’ —yy') +i(zy’ +yz’)

iii- k2 = (kx) + i(ky)

1-3-2-EXERCICE
1-Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

a=1+2i);b=1+3i)(7 —44);¢c = 2i(1 + 39)*;d = (1 + 1)
2-déterminer lesréels xetytelsque: 4z +y+i(x —2y)=5—1
3-soit x un réel, posons : z = z + 3 + i(z° — 4x)

i- déterminer x pour que z soit réel

ii- déterminer x pour que z soit imaginaire pur

iii- déterminer x pour que z =4 — 3
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1-4-CONJUGUE D’'UN NOMBRE COMPLEXE

1-4-1-DEFINITION

Soit z=x+iy un nombre complexe tels que x et y des réels. Le nombre x-iy s’appelle le
conjugué de z,etonlenote z =z — 1y

1-4-2-PROPRIETE 1
Soit z=x+iy un nombre complexe tel que x et y des réels.

i- 2Z=a"+y

i- 7 ==z

ii- 24+%Z =2Re(z) et 2z—7% =2iIm(z)
iv-2eERs2=72

v- 2€iR& z2=—2

1-4-3-PROPRIETE 2
Soient z et z deux nombres complexes, et n un entier naturel, on a :

. I
- z4+2z =24z

- — —\n
ii- 2x2z ' =z2x2" et 2" :(z)

“.F] p F]l
- | == et — ==
z Z/ z z

1-4-5-EXERCICE
1-Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes suivants :

_. 1_2.2
2 ) 4 L ( i)

C1—i 3450 (3+i0)

2- posons z = (1 —1)(5 + 2i)

Déterminer de deux fagons différentes le conjugué de z
3-résoudre dans C , les équations suivantes

iz+3
z—1

a

2iz+3=2—1 ; —44

1-5-MODULE D’'UN NOMBRE COMPLEXE
1-5-1-DEFINITION

Soit z=x+iy un nombre complexe tel que x et y des réels. Le nombre {2z est appelé le

module de z, et on le note ‘z‘ = \/E = «[xz + 97

1-5-2-PROPRIETE
Soient z et z deux nombres complexes, et n un entier relatif, on a

i- (Vz € (C) ‘2‘2 =2z et ‘z‘ = ‘—z‘ = ‘2‘
ii- |ff = 0 2 =0

n
n

z

iii- V(Z,z/> eC’ ‘z X z/‘ = ‘z‘ X ‘z" et

z
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. Z 1 1
iv- V(z,z/)eCQ 3—% et ;:M
V- V(Z,Z’) eC? ‘z—!—z/‘ S‘z‘—!—‘z"

1-5-3-EXERCICE

1-calculer le module de z dans les cas suivants

p=3-2; x=@2—)A4—-3i) ; 2= 3_\/37 ;o= 2—0)
5+ 31

2-REPRESENTATION GEOMETRIQUE D’'UN NOMBRE COMPLEXE
2-1-DEFINITION

Le plan (P) est rapporté a un repére orthonormé (O, u, v)
i- a tout nombre complexe z = z + iy , on lui fait correspondre un point M(x,y) , on dit
gue M est I'image du nombre complexe z, et on écrit M(z)

_— _—

ii- on dit que OM est le vecteur image du nombre complexe z, et on écrit OM(z)

iii- on dit que z est I'affixe du point M, et on écrit z,,

Le plan (P) est appelé le plan complexe

2-2-PROPRIETE
i-Si A et B deux points du plan complexe (P) d’affixes respectivement z ,z, , alors I'affixe de

z, tz
|, milieu de [AB] est : 2z, = A B

ii- Soient A,B et C trois points du plan complexe (P), tels que A = B , d’affixes

z
respectivement z,,z,,2, . les points A,B et C sont alignés si et seulement si t 4 cR
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iii- Soient A et B deux points du plan complexe (P), d’affixes respectivement z ona:

A’ZB ’
AB = |AB

fru =

2-3-EXERCICE
EXERCICE 1

Soient A et B deux points dont les affixes respectivementsont: z, =2—1i et z, =3 +4i

1- calculer 2, Iaffixe de I milieu de [AB]

2- déterminer I'affixe du point C tel que le quadrilatere OABC est un parallélogramme

EXERCICE 2
143
Soit z un nombre complexe, on pose U = + 38
2
1-on pose z =z + 14y avec (z,y) € R*\ {(0,0)} , déterminer Re(U) et Im(U) en fonction

dexety
2-déterminer I'ensemble des points M(z) tel que U est un imaginaire pur

EXERCICE 3
z—21
z—1
1- on pose z=x+iy, déterminer Re(z) et Im(z) en fonction de x et y
2-déterminer I’ensemble des points M(z) tel que U est un réel
3- déterminer I'ensemble des points M(z) tel que U est un imaginaire pur

Soit z un nombre complexe différent de 1, on pose U =

EXERCICE 4

On considére dans le plan complexe les points A,B et C d’affixes respectivement , a=-1+i ;
b=2i; c=2-2i

1- calculer ‘a — bHa — c‘ ; ‘c — b‘

2- déterminer la nature du triangle ABC

EXERCICE 5

On considére dans le plan complexe les points B et C d’affixes respectivement
2, =2+23 ; 2, =2-2i3

1- vérifier que le point B appartient au cercle (C) de centre O et rayon 4

fo T %

- idée i ixe z, = , uler z :|z
2- on considere le point A d’affixe z, calculer z ;

B _zAHZC _ZBMZC _ZA‘

3- déterminer la nature du triangle ABC

3-ARGUMENT ET FORME TRIGONOMETRIQUE D’'UN COMPLEXE
3-1-ARGUMENT D’UN COMPLEXE
3-1-1-DEFINITION

‘ Soit z un nombre complexe non nul et M son image dans le plan complexe (P). on appelle
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- —

argument du nombre complexe z une des mesure de I'angle (u,OM) , et on le note par

arg(z), et on écrit : arg(z) = (1;, O—M) [QW]

OM = ‘z‘
(1_;, O—]\j) = arg(z) [2%]

3-1-2-EXEMPLE
l-2eR&2=1 et (Z,OTJ) = 0[27r] = arg(z) = 0[271']

2- z€iR & 2z =1y et (&,Oﬂ) = g[2w] = arg(z) = g[Zw]

3-1-3-PROPRIETE
Soit z un nombre complexe non nul,on a:

- ans() = (2o

o =) = oo

iii-arg (— ) =7 —arg (z) [27r]
3-2-FORME TRIGONOMETRIQUE D’UN COMPLEXE
3-2-1-DEFINITION

Soit z un nombre complexe non nul, I'écriture : z = r(cos @ 4 isin 8) , tel que ‘z‘ =7 et
0 = arg(z) [27r] est appelée forme trigonométrique du nombre complexe z, on note

z = [7’,9]

3-2-2-EXEMPLE

Soit z=1+i, on ‘z‘ = »\fl +1= \/5 et z = \F

£+ £] \E[cosgﬂ'sing]
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ok

4

doncon z =

3-2-3-PROPRIETE
i-Soit z un nombre complexe, si z = r(cosH -+ 7 sin 9) et r >0, alors ‘z‘ =7r et

arg (z) = 0[2%]

ii- Soient z et z deux nombre complexes, ona: z = 2’ < ‘z‘ = ‘z" et arg(z) = arg(z’)[Qw]
3-3-RELATION ENTRE FORME ALGEBRIQUE ET TRIGONOMETRIQUE
3-3-1-PROPRIETE

Soit z=x+ 1y et z:r(COSH-i-zsm@) ,alorsona: cosf =~ ;sur19:g et
r

r
r= /$2 +y2
3-3-2-EXERCICE

Soient » = 2(—1+14) et 2 = —2 + 23
Ecrire sous forme trigonométrique les nombres z et 74

3-4-OPERATIONS SUR LES ARGUMENT D’UN COMPLEXE

3-4-1-PROPRIETE
Soient z et z deux nombres complexes non nul, on a:

i-arg (z X z’) = arg (z) + arg (z’) [2%]

iv- arg(z") =n arg(z) [27r]

Démonstration
i-zx 2 = [T’,Q]X[T’,@l] = [rxr',@ +0’
. [ng)

7]

r

1
r

0—0'

iii- 2" = [r, Q]n = [r",n@]

3-4-2-EXERCICE
1-Ecrire sous forme trigonométrique les nombres complexes suivants

B

=27 z:(l—i)3;z:(2\/§—2i)4

V2 iz

2-soient z =141 et z’:«ﬁ—i
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a- écrire z et z sous forme trigonométrique
b- écrire z x 2z’ sous forme trigonométrique et algébrique

c- déduire la valeur de cos I et sin T
12 12

3-5-ANGLE DE DEUX VECTEURS

3-5-1-PROPRIETE
Soient A,B,C et D quatre points du plan complexe (P), d’affixes respectivement z, , zg , zc et zp

- [6.4B) = g, - 2, ) 2n

ii- [A_é, A_C—;] = arg [ZC — ][2#]
“p T %

—re— P
iii- [AB, CD] = arg[ L C][Qﬂ']
fp TRy
3-5-2-PROPRIETE
Soient A,B,C et D quatre points du plan complexe (P), d’affixes respectivement z, , zg , zc et zp

zZ, —2
i- les points A,B et c sont alignés si et seulement si, ona: arg[ B A] = 0[27r] ou

o Ty

zZ, —2
arg[ L NE 71'[271']
o Ty
.. . . . . z, — 2,
ii- les droites (AB) et (CD) sont paralléles si et seulement si, ona: arg =0 [277] ou
g T2y
Z, —Z
arg| Z—C | = 7r[27r]
“p T %y

iii- les droites (AB) et (CD) sont perpendiculaires si et seulement si, on a :

Zp ~ %o

arg

= ig[%]

Zp T %y

3-5-3EXERCICE

EXERCICE 1
Soient A,B et C trois points d’affixes respectivement a = 2 + 22’\E ; b=—4+ 42’\5 et

c=—1+z\/§

. . b—c
a- déterminer I'argument de

a—=c

b- déduire que (A 0) 1L (BC)
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EXERCICE 2

Soient les points A,B et C d’affixe respectivement z, = 2— Qi\E ;2 = 24+ 2@'\E et
z, = 8

a- écrire zp, zg et zc sous forme trigonométrique

b- représenter A,B et C dans le plan complexe

Z, —2
c-onpose:Z =4 ¢

g T %o
i-déterminer ‘Z‘ et arg(2)

ii- déduire la nature du triangle ABC

EXERCICE3
soit z un nombre complexe différent de (-1), et M(z) sont image dans le plan complexe , on

z+ 21
z+1
a-on pose z = z + 1y tels que (a:, y> cR?

pose U =

i- calculer Re(U) et Im(U) en fonction de x et y

ii- déterminer I’ensemble des points M(z) tels que U est un réel

iii- déterminer I'ensemble des points M(z) tels que U est un imaginaire pur

b- on considere les points A(2i) et B(-1), déterminer géométriquement (A) , I'ensemble des

points M(z) tel que ‘U‘ =1

EXERCICE 4

2
2—3i

1- déterminer la forme algébrique du nombre complexe z tel que z = [1 21]
+ 2

2
2-déterminer la forme algébrique du nombre complexe z tel que: ‘z‘ —2=06—2
3-soient A et B deux point du plan complexe (P), d'affixe respectivement
z, =141 et z, =4 —3i,déterminer I'ensemble des points M(z) qui vérifient

|z —z,| =z — 2,

4- on considere dans le plan complexe (P) muni d'un repére orthonormé (O, U, v) , les points
A, B et C d'affixes respectivement a =3 +51 , 0 =3—5i et ¢c=T7T+ 3¢

b—c _ o

i- montrer que
a—c
ii- déduire que ABC est un triangle rectangle et que BC=2AC

https://math.alis.asso.ma Page 8



